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Résumé
On montre que l'espae de Hardy H
1
n'admet pas de déomposition inondition-
nelle de rang ni de l'identité en tant qu'espae d'opérateurs. Il en résulte qu'il n'existe
pas de base omplètement inonditionnelle dans H
1
.
H1 does not have any ompletely unonditional basis
English summary
LetH
1
be the lassial Hardy spae of analyti funtions on the unit dis. We show
that this spae does not admit any nite rank ompletely unonditional deomposition
of the identity, as a onsequene it fails to have a ompletely unonditional basis.
L'objet de ette note est de montrer que H1 n'admet pas de base omplètement inondi-
tionnelle et plus généralement pas de déomposition omplètement inonditionnelle de rang
ni. On dit qu'un espae de Banah X admet une déompostion inonditionnelle de rang
ni s'il existe une suite d'endomorphismes de X de rang ni (Pn) tels que
sup
ǫn=±1
sup
N
∥∥∥∥∥
N∑
n=0
ǫnPn
∥∥∥∥∥
X→X
<∞
et pour tout x ∈ X , x =
∑∞
n=0 Pn(x) où la série onverge inonditionnellement. Si X est
un espae d'opérateurs, une telle déompostion est dite omplètement inonditionnelle si en
outre
sup
ǫn=±1
sup
N
∥∥∥∥∥
N∑
n=0
ǫnPn
∥∥∥∥∥
cb(X,X)
<∞.
H1 désigne l'espae de Hardy du tore, il s'agit du sous-espae de L1(T), formé des fontions
intégrables à valeurs omplexes sur le erle unité du plan omplexe ayant tous leurs oe-
ients de Fourier d'indie négatifs nuls. Cet espae de Banah admet d'autres desriptions en
analyse réelle, par exemple il est onstitué de l'ensemble des fontions du type f + iH(f), où
f est une fontion réelle intégrable sur T ayant une transformée de Hilbert H(f) également
intégrable. L'autre aratérisation importante essentiellement dûe à Feerman, établit que
les parties réelles des fontions dans H1 se déomposent en atomes (voir [2℄).
Le premier résultat de théorie loale pour H1 remonte à Stein ([9℄), les multipliateurs
de la Vallée-Poussin (onvolution ave les noyaux Wn, n > 0 du même nom) forment une
déomposition inonditionnelle de l'identité, 'est à dire qu'il existe K > 0 telle que pour
tout hoix de signes ǫn et tout N > 0 :
∥∥∥∥∥f ∗ (
N∑
n=0
ǫnWn)
∥∥∥∥∥
H1
6 K ‖f‖H1
et f ∗ (
∑N
n=0Wn) tend vers f dans H
1
lorsque N tend vers l'inni. L'étape suivante était de
savoir si et espae de Banah admet une base inonditionnelle, Maurey dans [4℄ y a répondu
par l'armative mais d'une façon assez indirete. Ensuite, Wojtaszzyk ([10℄), s'inspirant de
travaux de Carleson, a expliité une telle base ; le système de Franklin s'avère être une base
inonditionnelle de l'espae atomique H1(R). Depuis, la théorie des ondelettes a permis de
mieux omprendre la situation, voir à e sujet le livre d'Yves Meyer [5℄, hapitres V et VI.
1
L'espaeH1 est muni d'une struture d'espae d'opérateurs au sens de la théorie dévelop-
pée par Bleher-Paulsen et Eros-Ruan (f [1℄), en d'autre termesH1 peut être réalisé omme
un sous-espae de l'espae B(H) des opérateurs bornés d'un Hilbert H dans lui-même (ave
H = ℓ2 ar H
1
est séparable). On note S1 (S1d) l'espae des opérateurs à trae de ℓ2 (ℓ
d
2)
muni de sa norme usuelle, et H1(S1) l'ensemble des fontions de T à valeurs dans S1 ayant
des oeients de Fourier négatifs nuls, muni de la norme induite par L1(S1). La question
de l'existene de bases inonditionnelles admet un analogue dans ette théorie. En utilisant
les résultats de [8℄, elle se retraduit de la manière suivante : peut-on trouver une base de
H1, {ψ1, . . . , ψn, . . . } et K > 0 telles que pour tout N entier et toute famille {xi} dans S1
et tout hoix de signes ǫn :
∥∥∥∥∥
N∑
n=0
ǫnxn ⊗ ψn
∥∥∥∥∥
H1(S1)
6 K
∥∥∥∥∥
N∑
n=0
xn ⊗ ψn
∥∥∥∥∥
H1(S1)
?
Pour inrmer ela, on démontre qu'il n'y a pas d'analogue du résultat de Stein.
Théorème L'espae H1(T) n'admet pas de déomposition omplètement inonditionnelle
de rang ni de l'identité.
Cela signie qu'on ne peut pas trouver de déomposition inonditionnelle (Pn) de rang
ni de H1, telle que la série
∑
Pn ⊗ IdS1 soit inonditionnelle dans B(H
1(S1), H1(S1)).
Plus préisément on montre que si (Pn) est une telle déomposition, alors on peut on-
struire une suite an bornée en valeur absolue par 1, telle que∥∥∥∑anPn ⊗ Id
∥∥∥
H1(S1
d
)→H1(S1
d
)
> K ln d.
On a besoin du fait élémentaire suivant :
Lemme Soit
∑
fk une série inonditionnelle dans L1(T), alors les séries
∑
ǫkfk sont uni-
formément de Cauhy en ǫk ∈ [−1, 1].
Démonstration du théorème : On adopte la notation, en(t) = e
2πint
. La preuve s'inspire
d'un des résultats de [6℄. L'idée est la suivante : à partir d'une déomposition inondition-
nelle de l'identité (Pn), on onstruit des sortes de multipliateurs qui permettent ensuite de
transférer la projetion triangulaire de S1d omme endomorphisme de H
1(S1d).
Soit η > 0 xé, on onstruit par réurrene
(φn) une suite d'appliations de rang ni de la forme
∑
akPk ave ak ∈ {0, 1},
(αn), (βn) des suites roissantes d'entiers,
(ǫn) une suite de réels roissante majorée par η,
telles que,
∀ i, j 6 n
{
i) j 6 i
∥∥φn(eαi+βj )∥∥ 6 ǫn
ii) i < j
∥∥φn(eαi+βj )− eαi+βj∥∥ 6 ǫn.
On initialise, la réurrene par α1 = β1 = 0, ǫ1 = ǫ un réel quelonque (petit). On hoisit
φ1 = 0, (i) et (ii) sont vériées.
On suppose toutes les suites onstruites jusqu'au rang n.
On xe δ > 0. D'après le lemme, on peut trouver un entier K, tel que
∀ i, j 6 n ∀ l > k > K ∀ ak ∈ {0, 1},
∥∥∥∥∥
l∑
t=k
atPt(eαi+βj )
∥∥∥∥∥ 6 δ.
On peut supposer que si φn =
∑A
k=1 akPk, alors K > A.
On détermine βn+1 ;
puisque les Pk sont de rang ni, on a limβ→∞ Pk(eβ) = 0 dans H
1
ar eβ tend faiblement
vers 0. On hoisit βn+1 susament grand pour que pour tout β > βn+1 et tout hoix
(ak)
K
1 ∈ {0, 1}
K
(il y en a un nombre ni)
∥∥∥∥∥
K∑
k=1
akPk(eβ)
∥∥∥∥∥ < δ.
2
On détermine φn+1 ;
puisque
∑
Pk tend simplement vers l'identité de H
1
, on peut trouver un entier N > K
de sorte que pour tout i 6 n
∥∥∥∥∥
N∑
k=1
Pk(eαi+βn+1) − eαi+βn+1
∥∥∥∥∥ < δ.
On pose φn+1 = φn +
∑N
k=K Pk. Le hoix de K assure que φn+1 est de la forme
∑
akPk
ave ak ∈ {0, 1}.
On vérie (ii) pour i < n+ 1
∥∥φn+1(eαi+βn+1)− eαi+βn+1∥∥ 6 ∥∥φn(eαi+βn+1)∥∥+
∥∥∥∑K−1k=1 Pk(eαi+βn+1)
∥∥∥
+
∥∥∥∑Nk=1 Pk(eαi+βn+1)− eαi+βn+1
∥∥∥
6 δ + δ + δ
6 3δ.
On vérie (ii) pour i < j 6 n
∥∥φn+1(eαi+βj )− eαi+βj∥∥ 6 ∥∥φn(eαi+βj )− eαi+βj∥∥+
∥∥∥∑Nk=K Pk(eαi+βj)
∥∥∥
6 ǫn + δ.
Il reste à xer αn+1 et vérier (i).
Puisque φn+1 est de rang ni, limα→∞ φn+1(eα) = 0 dans H
1
, on peut don hoisir αn+1
de sorte que (ii) soit vériée pour i = n+ 1
∀ j 6 n+ 1
∥∥φn+1(eαn+1+βj)∥∥ 6 δ.
Dans le as où j 6 i 6 n, on a
∥∥φn+1(eαi+βj )∥∥ 6 ∥∥φn(eαi+βj )∥∥+
∥∥∥∑Nk=K Pk(eαi+βj )
∥∥∥
6 ǫn + δ.
Finalement, ave ǫn+1 = max(3δ, ǫn+δ), l'hypothèse de réurrene est vériée pour un hoix
onvenable de δ, et on peut en outre supposer que ǫn+1 6 (1 + 2
−(n+1))ǫn.
En résumé, il est possible de onstruire des suites ave les propriétés (i) et (ii), ave
ǫn 6 ǫ
∏n
k=1(1 + 2
−k) < η pour ǫ susamment petit.
On utilise ette onstrution pour minorer
C = sup
ak∈{0,1}
∥∥∥∑ akPk ⊗ IdS1
d
∥∥∥
H1(S1
d
)→H1(S1
d
)
(∗)
En partiulier, les
∥∥∥φn ⊗ IdS1
d
∥∥∥ ave les φn onstruits préédemment sont bornées par C.
Soit X = (xi,j) une matrie de taille d, l'élément de H
1(S1d) déni par
Z = diag(eαi)Xdiag(eβi),
où diag(di) est la matrie diagonale de taille d ayant pour entrées les di, vérie
‖Z‖H1(S1
d
) = ‖X‖S1
d
.
On note T la projetion triangulaire supérieure dans S1d ; il s'agit de l'appliation linéaire de
S1d dans lui-même qui à une matrie X = (xi,j)16i,j6d assoie la matrie
T (X) = (xi,j1{j>i}).
Les propriétées (i) et (ii) impliquent∥∥∥φn ⊗ IdS1
d
(Z)− IdH1 ⊗ T (Z)
∥∥∥
H1(S1
d
)
6 ǫnd
2 ‖X‖S1
d
.
3
D'autre part, IdH1 ⊗ T (Z) = diag(eαi)T (X)diag(eβi) et don ‖IdH1 ⊗ T (Z)‖H1(S1
d
) =
‖T (X)‖S1
d
, d'où
‖T (X)‖S1
d
6 ǫnd
2 ‖X‖S1
d
+ C ‖X‖S1
d
.
ǫn pouvant être arbitrairement petit, on en déduit que C domine la norme de la projetion
triangulaire dans S1d qui est de l'ordre de ln d d'après [3℄, e qui termine la preuve.
Corollaire H1 n'admet pas de base omplètement inonditionnelle.
Si tel était le as, les projetions sur les veteurs de base formeraient une déompostion
omplètement inonditionnelle de l'identité.
Il déoule de [6℄ ou de [7℄ que l'estimation en ln d pour la ontante (∗) est optimale et
atteinte pour la déomposition de Stein.
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